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1. INTRODUZIONE 


Lo studio di problemi alla frontiera per operatori ellittici in domi- 
ni del piano con punti angolosi, per esempio in poligoni, richiede come premessa 
lo studio di un analogo problema in un angolo del piano. 

Tale problema è stato studiato da numerosi autori, anche più in gene 
rale nel caso di coni di R". In ambito la risultati di esistenza, unicità e rego 
larità sono stati ottenuti, tra gli altri, da Avantaggiati e Troisi [AT], Kon- 
drat'ev [K] e Bove [B]; in ambito uP ricordiamo Merigot [M], Fabes, Jodeit, Le- 
wis [FIL] e il libro di Grisvard [G1]. 

Riferimenti bibliografici più estesi si trovano in [AT] e in [G1]. 

Grisvard [G2] ha inoltre studiato il comportamento vicino al vertice 


dell'angolo £ delle soluzioni del problema 
(1) 


in funzione del comportamento del dato f. 

In tale lavoro, mediante passaggio in coordinate polari e riduzione 
al primo ordine, il problema dato è ricondotto a una equazione differenziale or 
dinaria singolare astratta. Sono così ottenuti risultati in spazi uP con peso, 
ma nel caso p # 2 tali risultati sono solo parziali. 

In questo seminario esporrò alcuni risultati di esistenza e di uni- 
cità in opportuni spazi LP con peso, oltre a una formula di rappresentazione 
delle soluzioni, per il problema (1). Tali risultati, ottenuti in collaborazio- 
ne con A. Venni, sono ricavati riconducendosi a una equazione astratta come sug- 
gerito nel citato lavoro di Grisvard. Lo studio di tale equazione è compiuto u- 
tilizzando vari risultati miei e di Venni [DV 1-3]; nel caso particolare p = 2 
questo studio può essere fatto anche con l'uso della trasformata di Mellin, co- 


me nel lavoro di Lewis e Parenti [LP]. 
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2. POSIZIONE DEL PROBLEMA E RIDUZIONE A_UNA EQUAZIONE ASTRATTA 


Sia we]0,2r]. Poniamo 


m 
Ul] 


{(r cos, r sen 8): reR', 8 €]0,w[} 
+ 
Fr = {(r cos 8, r sen 6): reR, 0= 00 0 = w}. 
Consideriamo il problema: 


i = f(xy) (x,y)e x. 
(2) 
Lal = 0 (x,y) eT 


dove f:£ + C misurabile è tale che per fissati pe ]l,t[, ae R 


INTERESSE |F(y) DA dx dy < + 
d 


Cerchiamo una soluzione u:£ + C la cui restrizione a ogni sottoinsieme aperto di 
£, limitato e che non abbia 0 come punto di accumulazione, sia u2>P ed inoltre 
che soddisfi opportune condizioni in 0 e all'infinito. 

Passando a coordinate polari, dopo avere moltiplicato l'equazione per 


ri, il problema diventa: 


2 2 
| DpV(1,9)+eD_v(r,0)+D,gY(1:9) = r°f(r cos®, r seng) 


[PIRRO = v(r,w) = 0 rer' 


da cui, ponendo e a = rD_.V(r,0) LA (r,0) = D,v(r,9) 


2 
r f(r cos 8, r sen 0) 


" 


rD_W,(r0)+D,w,(1,0) 


(3) rD_Mo(1,6)-D,W3(r,0) = 


il 
(=) 


w] (1,0) = vj (r30) = 0 


Perciò, se indichiamo con A l'operatore in (LP(10,01))? con dominio 


DIA) = toe (H°*P(10,01))Î : 4,(0) = #,(0) = 0) 


definito ponendo Ad 397) = (-05,9;)» il problema (3) diventa 
+ 
(4) rw'(r) = Aw(r) + g(r) reR 
2 
dove g(r)(8) = (rf(r cose, r seng),0). 
E' evidente che dal fatto che 


a/2 


(x,y) + (xÉ4y2)%/2 £(x,y) è in LP(2) 


a-2+ 1/p g(r) a in LP(R*,(LP(10,01))È). Studieremo 


perciò la equazione (4) in LP*8(r*.(1?(30,01))?) spazio delle funzioni 


segue immediatamente che r > r 


wir (e?(10,01))? misurabili e tali che Î (rÉw(1)p)P dr < +», dotato della 
R+ 


norma naturale. 


3. L'EQUAZIONE ASTRATTA 


Studiamo ora la equazione (4) nello spazio LP>8(R*, (LP(10,01))È) = 


= Le 8 (pe ]l,+t°[, BER). Definiamo i seguenti operatori: 


G:2(G) + Kos 


con 2(G) = MEX g ir>rvw'(r)e Xp} 


e Gw(r) = -r w'(r) 


Q: 20) + x, 


con D(Q) = MEX, 5* w(r) e 2(A) q.d su R' è fowel, 


L'equazione (4) può essere allora scritta 


(5) Qu + Gw = -g 


Si tratta a questo punto di invertire l'operatore Q+G nello spazio ti 


Per fare questo studieremo anzitutto il risolvente degli operatori Q 


i BG 
Per quello che riguarda G si ha: 
1 
Teorema 1.0(G) = {XEC : Re 1 = ra + B}, 
CI le 
se ReX > = + B_R(1,G)f(t)=t s° f(s)ds 
b) 
se ReX < È + 8 R(1,6)f(t) = #2] ò 1#(5)ds 
È 
4 1 -1 
e inoltre |R(1,G)| = |Re a - pr B| 


Nel caso di spazi senza peso (8 = 0) la disuguaglianza di Hardy-Lit- 


tlewood garantisce che l'operatore che a f associa 
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t CC) 
2[ s*1£(5)ds se Redi e 4° Pola f(s) ds se ReX < 1 & ibitio 
(o) p t p 
da x s a x, 5 e inoltre si verifica immediatamente che è l'inversa di X-G (vedi 
[DV 1] teorema 3.3). 


B 


Nel caso 8 # 0 l'operatore Sg di moltiplicazione per la funzione r° è 


3 ° . x . + = ' 3 
una isometria di ta su o e inoltre (G, 8)S, Sg5g (6, è l'operatore in 


S G, l'operatore in Ss ga perciò lo spettro di 6, è spostato di 8 rispetto 


p,o° B 
1 È 
allo spettro di Go e Sgla-Gg) = (1-8-6,) ts, da cui segue il teorema. 


Le proprietà spettrali di Q sono invece conseguenza delle proprietà 


spettrali dell'operatore A in (P(10,01))?. Si ha: 


Teorema 2. S(A) = {KE : KEZ} inoltre VKEZ kr/w è un polo del ri- 
solvente con residuo l'operatore pe 2((1(10,0())?) tale che 


P,(u,v) (0) = 


fee (EE 5)u(0) + cos(£1 c)v(0))do (sen(£Te), cos(ft 8)) 
0) 


ed è autovalore con autospazio generato dal vettore (sen A 8), cos(iT 0)). 


Infine WeeR' ACE R* tale che se AE p(A) e dist(X,0(A)) > e allora 
IRO,A)| < c_(dist(a,o(A)))"! 


La dimostrazione di questi fatti si ottiene facilmente scrivendo 
R(A,A), che risulta essere un operatore integrale (vedi [DV3] $ 3). 
Lo spettro di Q coincide con lo spettro di A e |R(1,0Q)] < |R(1,A)]. 


Le stime sul risolvente di Q e di G, tenuto presente che Q e G hanno dominio den 


so in As 8 e hanno risolventi che commutano, consentono nei casi in cui 
E) 

0(G)No(-Q) = A, di scrivere un "inverso" dell'operatore G+Q tramite un integra- 

le di Dunford. 


Si ha perciò (vedi [DV1] corollario 4.4): 


Teorema 3. Supponiamo d + 8) TP €éZ, allora l'operatore G+Q è chiu- 
“n i) LI 


dibile, G+Q è invertibile e 


=—el 1 
(G+0) = -35 fauno 
Tr 
dove T = FT, UT, Fr, è una curva da et a e'’a(0€9< 3, contenuta nel semi - 
piano {AE C : ReX > i + B} che lascia alla sua destra {kr/w: kEZ, kr/w > " +8} 


e Pr è una curva da ella a elle G < y<T) contenuta nel semipiano 


{A EC : ReX < i + 8} che lascia alla sua destra {kr/w : KEZ, kn/w < - + B}. 


Re X=1/p+ 
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Vista la decrescenza di R(1,G) e R(1,0) si può inoltre provare che l'integrale 
scritto sopra può essere calcolato tramite i residui della funzione integranda 
nei punti del tipo kr/w. 

Si ha quindi: 


+ -- LO R(kr/0,6)P, 
kEZ 


D'altra parte si può dimostrare 


Teorema 4. L'operatore Q+G :2(0)N D(G) + ., A è chiuso. 


Per dimostrare questo teorema è necessario decomporre lo spazio to 8 
E) 
nella somma diretta di due sottospazi chiusi LA e X_ invarianti sia per Q che 
per G e provare che, indicate con Q, e G, le parti di QeGinX,» q,tG,e 


Q + G_ sono chiusi. 

Consideriamo anzitutto l'operatore B = i(A + ha 8) in (P(10,01))?. 
Tale operatore ha spettro disgiunto da R, WeR [R(1,B)| s cc1+]a 71. Si può 
inoltre provare, utilizzando il teorema di Marcinkiewicz sui moltiplicatori di 
serie di Fourier e il teorema di M. Riesz nella esistenza di un proiettore con- 
tinuo di LP su HP, che le potenze immaginarie di B e di -B sono limitate (vedi 
[DV3] $ 3). 

Questo basta per provare che (LP (10,01))È è decomponibile nella som 


ma topologica di due sottospazi E, ed E_ tali che o(B|£ ) = o(B)N{x€ C:Im 1590} 
+ 


o(BÌp ) = o(B)n {xe C: Im x < 0} 


([DV 3] cor. 2.7), perciò 


|a 


o(A = {k 7: KEZIO] - È --B3. #20 


) 
IE, 


1 


a Tg na n 
cip) SMR! ke Z3N]-®, ; BI 
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- DERE è: ga n + -l 
e inoltre i risolventi di questi operatori decrescono come |al per X > to. 


+ + 
Posto x, = LP»8(r*,E,).x_ = LP*4(R*,E_) G, e Q, (G_e Q_) le parti di Ge Q in 


x, (in X )srisulta che G, e G_ hanno le stesse proprietà spettrali di G, Q, ha 


le stesse proprietà di Ke . Perciò 
+ 


£ 1 1 
6, +Q, = (G+- 7 -8te) + (Q,+7+ Be) 


È i 6 4 TORE Per $ £ 
è, per eeR piccolo, somma di due operatori positivi, cioé operatori con risol- 
vente contenente ]-©,0] e decrescenza ottimale dell'operatore risolvente su tale 


semiretta. Analogamente G_ +0Q = -(-G_ + È +B+e)+(-0Q - a - B -e)) 


è opposto della somma di due operatori positivi. Inoltre i risolventi di tali o- 
peratori commutano. 
Infine si può provare che le potenze puramente immaginarie di 
1 1 Ì 1 Saia ; 
Gi: ò -Bte, -G_+ " +Bte, Q 4 È a +8-e e -Q - " -B-e costituirono gruppi for 
temente continui di operatori limitati con norma maggiorata da c,(1+]s15) . 


e(1/2+9) |s| slsl gli ultimi due (per ogni sE R). La 


i primi due e da cy(1+|s])e 
dimostrazione si basa su un teorema di moltiplicatori di tipo Mihlin per funzio- 
ni a valori vettoriali dovuta a Mc Connell ([MC] th. 1.1) nel caso degli opera- 
tori traslati di -G, e G_; segue invece le linee della dimostrazione fatta per 


provare la decomponibilità dello spazio 4, 8 per gli altri due operatori. 


Visto che lo spazio LP(r*,(1P(10,01))?) è t-convesso (vedi [DV2] 
rem. 2.7) è allora possibile applicare il teorema 2.1 di [DV2] ottenendo che 
G, + Q, e G_+Q sono chiusi e quindi G+Q è chiuso. 

I teoremi 3 e 4 ci forniscono immediatamente il seguente risultato 


di esistenza e unicità per l'equazione (4). 


Teorema 5. Sia G + 8) È É2. 
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Allora WgE LP*8(g*, (1P(10,01))?) esiste una e una sola wetP*8(r*,(1P(10,w f))?) 
con rw'eLP>8(r*,(1P(10,01))?) e D,wetP>8(R*,(LP(10,[))?) che soddisfi 
rw'(r) + Aw(r) = g(r) re R' 
Inoltre si ha 
w(r)(6) = 
k= (rfu -k=-1 
-l Li ro J [ ou (sen(k È 9)g,(p)(0)+cos(k È )g,(p)(0))dodp + 
kEZ o /o " d 
T <= = -B 


* (sen(k = 8), cos(k n 0)) - 


i FA 
MI 


kE T 
pd fefa «_ n ti 
p (sen(k x 0)gy(0)(0)+cos(k = 0)g,(0)(0) dodp. 
r Jo 
-B 


ke Z 
pisci 
‘w p 


* (sen(k Te), cos(k Te)) 


Osserviamo che questo teorema assicura la unicità nello spazio LP*8(R*,(1P00,01))?) 


per p e 8 fissati; nel caso in cui 
f Fo 2 “E 2 
getP*8(r*,(19(10,01)))ML9R*,(1%10,01))5) 


la formula scritta sopra ci fornisce due soluzioni la cui differenza è, se p. es. 
1 


1 
2 di Bg 
ap 
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KI /o w -k Tu 
= E, r " / e ©  (sen(k È 0)g,(0)(0)+cos(k 9)92(0)(0))dodp 
O 40 


1 
art Sa 
Y n p* 


- (sen(k ta), cos(k 78)) 


; + 
perciò 1a soluzione in LP>8(R ,(1P(10,01))?) coincide con quella in 


LI" (rt (1%10,0[))?) se e solo se per ogni ke Z tale che kr/we1]- Paz A 3-61 


risulta 


o fw -k- -1 
SJ p_°  (sen(k To)g,(o)(0) + cos(k Ta)g,(0)(o}dpdo= 0 
o /0 


Ovviamente tale condizione è sempre verificata se ](- ria ila - - B) "| non con 
tiene numeri interi. 

2 
) 


Esaminiamo ora il caso G + B) d = -KE Z. Lo spazio (LP(10,01) può 


essere decomposto nella somma topologica del nucleo e del codominio di Pi (resi- 


duo di R(x,A) in k i e quindi l'equazione (4) può essere decomposta in due equa 


zioni una in Ker PE e l'altra in €(P7). Visto che kr/w è nel risolvente della 


parte di A in Ker Pi , în modo del tutto analogo alla dimostrazione del teorema 
+ 
5 si ottiene esistenza e unicità in LP»8(R , ker Pa). 
L'altra equazione, visto che € (Pr) ha dimensione 1 si riduce a una 


equazione differenziale ordinaria in C: 


rW'(r) + C +8) w(r) = 


= d (sen((- ù -8)o)g,(r)(0)+cos(- = -8)0)g,(r)(0))do 
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Indicata con $ la funzione a secondo membro, questa equazione ha soluzione 
+ + 
welP>8(R »C) se e solo se la funzione 1 + et(1/P 8); (e) è derivata di una 


funzione in ul>P(R,c) e in tal caso 


p! i 
3 -8 rs 4+8-1 5 
w(r)= n P ta | pP 4(p)dp = 
E 


3-8 GI DA B-1 
ali lim p $(0)dp. 


4. IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER L'EQUAZIONE Au = f 


Vediamo ora come i risultati ottenuti per l'equazione (4) si tradu- 
cono per il problema (2). 
Anzitutto data fE LP»%(£), spazio delle funzioni da £ a C misurabi- 


a/2 


li e tali del toley?) |#(x,y)|)Paxdy < +e, sia w soluzione dell'equazione (4) 
x 


con dato g(r)(0) = triste cos8, r sene),0). 
Come già visto genP:92411/P;rt (Ptgo,a0))5), quindi se 
(a + 5 -2) né Z esiste ed è unica me Fs4 "2410; pî ti P( 0,Wr))?) soluzione di (4). 
Per (r,0)e R'x[0,w] poniamo 
0 
v(r,8) -[ wy(1)(0)do 
0 


là 2 (1,0) = Le i 2 (1,0) = 
E' chiaro che "e (r,0) w_(9) e, visto che TW, DN risulta r arlt»0) 


1 
+ 
* vj (0). Inoltre YreR v(r,0) = 0. Visto che 


r = (r.,0) «| ruj(r)(o)de= | Dw (1) (0)do = w](1)(w)-w,(r)(0)=0 
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v(r,w) è costante. Si può provare che tale costante è 0 perché altrimenti w, non 


2 
apparterrebbe a LP8. Perciò v è soluzione di 


2 2 
+ = 
r D_pV(138) rD_v(r,0)+D,gV(1:0) r f(r cos8,r sene) 


v(r,0) = v(r,w) = 0 


e quindi la funzione u:Z + C definita ponendo u(p cose, p sene) = v(p,8) è solu- 


zione di 
bu = f in £ 
u=0 in r 
1 
iaia AE SE 2 
Inoltre dal fatto che w,rw', Di appartengono a L (R.(L'(]0,w[)) ) 
; A p,a-2 psa-1 p,o 
segue immediatamente che ue L (3); Ugg E L (2), Upi, aly g EL (E). 
Si ha inoltre 
u(r seng, r cose) = 
kr 
ro -kTa4l K r° sen(!£ 8) 
= ; f [ p ui sen(t o)f(pcos 0, p sen oc)dodp - RR "agi 
kia bag 4A 
w p 
k#0 
kr 
o rw -kKT +1 r° sen(k ® 6) 
w ki w 
- ) f [ p sen(“ 9)f(pcoso, p seno)doido : _—____— 
Tail go SP w0 s km 
k Ù dea 2 
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Consideriamo ora il caso (a + - -2) 2 = -KEZ. Si ha soluzione se e 


w 

solo se la funzione t + etlo+ nani! sen((-a - < + 2)o)f(e' coso, e'seno)do 
o) 

è derivata di una funzione LP(R.C). Nel caso a + - -2 = 0 tale condizione è ov- 


viamente verificata per ogni f, negli altri casi si può provare che tale condi- 


zione individua un sottospazio denso di LP>%(£) diverso da LP>*(£). 


Perciò, indicato con WEP(2) lo spazio delle funzioni LP»9-2(£) con 


derivate prime in 1:95) e derivate seconde L?”%(x), si ha 


Teorema 6. Il problema (2) ha una e una sola soluzione in W*P(2) 


per ogni fE pas (2) se e solo se (a + x -2) ZIO 


Nel caso (a + a -2) _@ 2/{0} il problema (2) ha una e una sola solu- 


zione in W>P(2) per ogni fe LP:“(£) tale che la funzione 
5 2 
t+ e" (012/0-2 / sen((-a - f +2)o)f(e'coso,e! seno)do 
O) 


è derivata di una funzione in ubP. 
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